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1.1.1

Sistemi e modelli matematici

L' automazione € un complesso di tecniche volte a sostituire |'intervento
umano, o a migliorarne I'efficienza, nell’esercizio di dispositivi e impianti.

Un importante capitolo della scienza dell’automazione o automatica &
costituito dalla disciplina denominata controlli automatici.

Tale disciplina studia i dispositivi (detti regolatori, controllori o dispo-
sitivi di controllo), mediante i quali si fanno variare automaticamen-
te le grandezze liberamente manipolabili di un sistema (detto sistema
controllato)

Un sistema € un complesso, normalmente costituito di piu elementi in-
terconnessi, in cui si possono distinguere grandezze soggette a variare nel
tempo (indicate semplicemente con il nome di variabili).

Segnali: sono le funzioni che rappresentano I'andamento delle variabili nel
tempo.

Variabili di ingresso: sono le variabili indipendent:s o cause.

Variabili di uscita: sono le variabili dipendenti o effetts.

Sistema orientato: € un sistema in le cui variabili siano state suddivise

in variabili di ingresso e variabili di uscita.

Variabili manipolabili: variabili di ingresso il cui andamento nel tempo

puo essere arbitrariamente imposto.

Variabili non manipolabili o disturbi: variabili sul cui andamento nel

tempo non si puo influire, in quanto casuale o assegnabile ad arbitrio solo
da parte di altro operatore.
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1.1. SISTEMI E MODELLI 1.1.2

Esempio: motore in corrente continua

e || modello semplificato di un motore in corrente continua con eccitazione
indipendente ¢ il seguente:

la

-0

e Variabili di interesse: la tensione e la corrente di armatura v, e i, la
tensione e la corrente di campo v, e i, la coppia resistente all’albero ¢,,
la velocita e la posizione angolare del rotore w e 1.

e Orientamento del sistema:

— Cause: v,, v, € ¢,;
— Effetti: 7,, 2., w e U;
— Variabili manipolabili: v, e v,;

— Variabile non manipolabile: ¢,;

e Rappresentazione mediante schemi a blocchi:

cr

Vo
> Va w

Ue

a) b)

R. Zanasi - Controlli Automatici - 2011/12 1. SISTEMI, MODELLI E SCHEMI A BLOCCHI



1.1. SISTEMI E MODELLI 1.1.3

e Modello matematico di un sistema: e |'insieme di equazioni e di parametri
che permettono di determinare gli andamenti nel tempo delle uscite, noti
quelli degli ingressi.

e |l modello matematico € sempre un compromesso fra precisione e sem-
plicita: e inutile infatti ricorrere a modelli sofisticati quando i valori dei
parametri che in essi compaiono si conoscono solo approssimativamente.

e Modello statico o puramente algebrico: descrive il legame fra i valori
degli ingressi, supposti costanti, e i valori delle uscite una volta che il
sistema abbia raggiunto la condizione di regime stazionario, cioe la
condizione di funzionamento in cui tutti i segnali siano costanti.

e Caratteristica statica del motore elettrico in corrente continua:

wll /
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e Caratteristica statica ingresso-uscita:
w= f(vy)

e Approssimazione lineare nell'intorno dell'origine: w = K vy;

e Linearizzazione nell'intorno del punto di lavoro:

W—HQl:Kl(’Ua—‘/ﬁ
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1.1. SISTEMI E MODELLI 1.1.4

e Modello statico di un sistema MIMO (Multi Input Multi Output): consiste
in piu funzioni (tante quante sono le uscite) di piu variabili (tante quanti
sono gli ingressi), cioe

yl:fl(xla' c e 75671)7 R ym:fm(xla-- '7:Cn)

e Rappresentazione grafica:

Iy Y1
—] —
Iq Y2
—_— . o
Iy Ym
—_—= -

b)

e Punto di lavoro: (X1,...,X,), (Y1,...,Yn).
e Linearizzazione nell'intorno del punto di lavoro:

Ayl :alle1+...+a1nAxn,

Ay = a1 Az + ...+ ayn Az,

_ 9fi
| ax] SCk:Xk (k:L...,n)
ACI?]' ZICCJ'—X]' (jzl,...,n)

e | modelli matematici statici non danno alcuna informazione sul regime
transitorio, cioe sull'andamento nel tempo delle uscite durante il passag-
gio da uno stato di regime stazionario ad un altro.
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1.1. SISTEMI E MODELLI 1.1.5

e Modello dinamico: € costituito da una o pilu equazioni differenziali espri-
menti legami statici fra le variabili di ingresso, di uscita e le loro derivate
rispetto al tempo.

e |l modello dinamico di un sistema permette di determinare I'andamento
del segnale di uscita corrispondente a un dato segnale di ingresso, cioe
permette di determinare la risposta del sistema a una data eccitazione.

e Un modello matematico (o un sistema) si dice lineare quando soddisfa la
proprieta di sovrapposizione degli effetts.

e In caso contrario il sistema si dice non lineare.

e Molti sistemi ammettono modelli matematici lineari purché i valori delle
variabili non escano da determinati campi. Esempio:

| a2

e Modello matematico in forma integrale:

z(t) Zo+—/ Q(7) — g7 ))dT—Zo+—/ (K () — qa(7)) dr

e Modello matematico in forma differenziale:

=L (@) - ) #0) =7

e [ale modello e valido entro i limiti:

Xy <az(t) <Xy, Z1<2()<Z
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1.1. SISTEMI E MODELLI 1.16

Esempi di modelli fisici

1) Dinamica del rotore di un motore elettrico.

Si consideri un elemento meccanico con inerzia .J, coefficiente di attrito
lineare b che ruota alla velocita angolare w al quale venga applicata una
coppia esterna c(t).

c(t) qry W b wltya
=
0 t 0 t

L'equazione differenziale che caratterizza il sistema e quella che si ricava
dalla legge di conservazione della quantita di moto angolare:

W = c(t) — bw(t) Jw(t) +bw(t) = c(t)
Partendo da condizioni iniziali nulle e applicando Laplace si ottiene:
1
Jsw(s)+bw(s)=C(s) & w(s) = b+JsO(S)

per cui il sistema fisico puo essere descritto nel modo seguente:

G(s)
C(s) 1 w(s)

c(t) [b+Js| w(t)
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1.1. SISTEMI E MODELLI 1.1.7

2) Sistema massa-molla-smorzatore.

K F
“MWWWWNA m | ——
- b

e Variabili e parametri del sistema fisico:

x(t) : posizione m : massa

t(t) : velocita K : rigidita della molla

Z(t) : accelerazione b : Coefficiente di attrito lineare
F(t) : forza applicata P(t) : Quantita di moto

e Legge di conservazione della quantita di moto P(t) = m &(¢):
d d ..
P = BW - m )= YA

e Si ottiene quindi la seguente equazione differenziale:

d. -
Smi(t)] = F — bi(t) - K x(t)

che puo essere riscritta nel seguente modo:
mi(t) +bx(t) + Kx(t) = F(t)

e Utilizzando le trasformate di Laplace (z(0) = #(0) = 0) si ha:

F(s)

m s°X (s)+bs X (s)+K X(s) = F(s) < X(S):m32+b8—|—K

Il sistema puo quindi essere rappresentato nel modo seguente:

F(s) X(s)
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1.1. SISTEMI E MODELLI 1.1.8

3) Sistema elettrico RL.

R

I; I, =0
2o A

Vi L Vi

o Legge fisica: la variazione del flusso concatenato ¢.(t) = LI;(t) & uguale
alla tensione V,(t) applicata ai capi dell'induttanza.

d d
o =Vult) = L[LB)] =Vi(t) - RL(1)

e Applicando la trasformata di Laplace, con condizioni iniziali nulle, si ha:

LsIi(s)+ RI(s) = Vi(s) —  Ii(s) = Vi(s)

Vi(s) Ii(s)

e |l legame tra la tensione di ingresso V;(t) e la tensione di uscita V,,(t) &
descritto dalla seguente funzione di trasferimento (si utilizza la regola del
partitore di tensione su impedenze complesse):

V() ~ Ls
Vi(s) Ls+R

e quindi dalle seguente equazione differenziale:

Gl(S) =

LV,(t) + RV,(t) = LVi(t)
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1.1. SISTEMI E MODELLI 1.1.9

4) Motore elettrico in corrente continua.

I,

R | |
A | i | w |
B N /ahi
| _ !
1% E| (° J [

=,

C,, c.

[ . L 2 | |
e Schema a blocchi POG del motore:
| E\ | Wm |
V A—(T—‘— Ke < ;: %‘
i 1 i i 1 i
 |R+Ls| b+ Js|
[a :a :% > Ke A‘—g——A Ce

[l sistema € descritto dalle seguenti 2 equazioni differenziali:

LI, = —RI,— K,w, +V
Jo, = K.I,—bw,, —C.

e Per il principio di conservazione dell’energia, la costante K € sia la costan-
te di proporzionalita che lega la corrente di armatura I, alla coppia motrice
Cn, sia la costante di proporzionalita che lega la forza contromotrice E
alla velocita angolare w;,,:

C1m — Ke[a E = Kewm
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1.1. SISTEMI E MODELLI 1.1.10

e Riducendo “in forma minima" il sistema (vedi “Formula di Mason") si
ottiene il seguente legame tra la variabile di uscita w,,(t) e le variabili di

ingresso V' (t) e C.(t):
w(s) = G1(s)V(s) + Go(s)Ce(s)
dove G1(s) lega I'ingresso di controllo V' (t) all'uscita w;,(t)
K,
(R+Ls)(b+ Js)+ K?
mentre G(s) lega l'ingresso di disturbo C,(t) all'uscita w,,(t):

—(R+Ls)
(R Ls)b+Js)+ K2

Gl(S) =

GQ(S) =

e La precedente relazione puo essere riscritta come
[LJs*+ (RJ+Lb)s+ Rb+ K| wn(s) = K. V(s) — (R+ Ls)Ce(s)
che corrisponde alla seguente equazione differenziale del secondo ordine:

LJ Oy + (RJ 4 Lb)oy, + (Rb+ K*w, = K,V — RC., — LC,
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5) Frizione idraulica.

Si consideri il seguente modello idraulico semplificato di una frizione:

P Pressione di alimentazione K., |CE Ch,
() Portata voI.umetrlca nella valvola — m, (Cﬁ P,
K, Costante di prop. della valvola
C,, Capacita idraulica del cilindro b, A
P;  Pressione all'interno del cilindro ] Q
A Sezione del pistone
x Posizione del pistone
Z  Velocita del pistone Valvola
m, Massa del pistone (K,)
b Attrito lineare del pistone
K,, Rigidita della molla ‘ ‘ ‘ ‘
F,, Forza della molla sul pistone [ l

P R=0

e Uno schema a blocchi che descrive la dinamica del sistema e il seguente:

Pl F:z:

< >
< >

:AA‘—(T—‘—Y—d
| , K

F,

| S T e A T RO e
B N kvl R A e B e -l
Q«—}\—‘—%A:: 3; =% =é<—60

e Riducendo il sistema in forma minima si ottiene la seguente f.d.t. G(s):

Fou(s) AK, K,

P(s) Crmys® + (C b+ Kymy)s? + (A2 + Cp Ky + K, b)s + K K,

a cui corrisponde la seguente equazione differenziale del terzo ordine:

Cpy Fo + (Cr b4 Kymy) By + (A% + Cp K+ Ky b Fy + K KW Fy, = AK, K, P ()
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1.1. SISTEMI E MODELLI 1.1.12

6) Sistema meccanico di trasmissione.

Si consideri il sistema meccanico mo-

L o 1
strato in figura, costituito da un albe- /-‘ = [ K,
ro di inerzia J, che ruota a velocita (( J - -1-3- ------------
w, a cui & applicata la coppia esterna a)\T

7. Tramite un rullo elastico avente ri-

gidita torsionale K e raggio costan- M
te R, I'albero spinge una massa M b,

che comprime una molla lineare con x/
coefficiente di rigidita K.

Un possibile schema a blocchi che descrive la dinamica del sistema e il
seguente:

9
A
A
Y
Y
==
2

| 1 K| | 1 Ky |
b+ Js| ] s | b+ Ms| | s |
| | = ol
WT‘—(}U | R 7 T g \O

La funzione di trasferimento G(s) che lega l'ingresso 7 all'uscita F; si
calcola facilmente utilizzando la formula di Mason :

K\ K>R
ay s* + as s + axs? + a1s + ag

G(s) =
dove:
a; = JM R?
a3 = (byJ + b M)R?
as = JK; +b1by R>+ JK, R> + Ky M R?
by K1+ by K1 R? + by Ky R?
K, Ky R?

ai

ao
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1.1. SISTEMI E MODELLI 1.1.13

Rete elettricaa T

Sia data la seguente rete elettrica a T:

R,

o
| |

Supponendo che la corrente I, assorbita in uscita sia nulla, I, = 0, si determini
la funzione di trasferimento G(s) che lega la tensione di ingresso V;(s) alla
tensione di uscita V,,(s).

Un possibile schema a blocchi (non utilizzabile in simulazione) che descrive la
dinamica del sistema ¢ il seguente:

‘ ‘ Vg | v
Ui R%ﬂ - T |
S S I A I o
]1 12
La funzione di trasferimento di determina facilmente utilizzando Mason:
VU(S) 1+ RQ(Ol + Cg)S + 0102R1R232

G(s) =

‘/;(S) B 1+ Ci{Ros + CoRos + CoRys + O1CQR1R282
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1.1. SISTEMI E MODELLI 1.1 14

Invertendo due dei tre anelli del sistema si ottiene uno schema a blocchi
utilizzabile anche in simulazione:

‘ Ua Yu
A ‘ ‘ 1 —
| HTVl | | TVQ | ? |
| | 1 | | 1 |
B L N B A L B R
G R e
el R
I
Una corrispondente descrizione nello spazio degli stati e la seguente:
A B
v T 1 N 17 v T 1 7
L RiC1  RyCy R1Ch 1 4| RO,
' o 1 1 !
‘/2 " R1Cy "~ R1Cy ‘/2 0
Vi
v, = [ -1 =1 ] +[1]v
< -— > |V, —
C D

|l determinante del grafo A & proporzionale al determinante della matrice (sI—
A):

1 CHR CHR C1Cy R Rys?
det(SI—A): + C1Rys + (s éfC—ZRfR;S—i_ 1091 RoS

Si noti che la funzione di trasferimento G(s) puo essere calcolata anche utiliz-

zando la seguente formula:

G(s)=C(sI-A)"'B+D
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